
Leurs mesures stationnaires resp ectiv es son t :

�

C

=

t

(0 : 47 ; 0 : 53 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0) et �

D

=

t

(0 ; 0 ; 0 : 26 ; 0 : 30 ; 0 : 43 ; 0 ; 0) :

En ce qui concerne les probabilit � es d'attein te �a partir des deux � etats transien ts 6 et 7,

on trouv e :

f

6 C

= 0 : 2 ; f

6 D

= 0 : 8 ; f

7 C

= 0 : 4 ; f

7 D

= 0 : 6 :

L'ensem ble des mesures stationnaires est :

f � �

C

+ (1 � � ) �

D

; � 2 [0 ; 1] g

Selon la loi de X

0

, c hacune de ces mesures stationnaires p eut ^ etre la limite de la loi de

X

n

. Supp osons en e�et que la loi de X

0

soit :

p (0) =

t

( �

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; �

6

; �

7

) :

Alors la loi de X

n

con v erge quand n tend v ers l'in�ni v ers :

( �

1

+ �

2

+ 0 : 2 �

6

+ 0 : 4 �

7

) �

C

+ ( �

3

+ �

4

+ �

5

+ 0 : 8 �

6

+ 0 : 6 �

7

) �

D

:

3 Mo d � eles sur I N

3.1 Le probl � eme de la ruine du joueur

Un joueur joue �a un jeu (pile ou face, roulette, : : : ) o � u il gagne un mon tan t �xe

a v ec probabilit � e p , et p erd le m ^ eme mon tan t a v ec probabilit � e 1 � p . Si U

n

d � esigne le

bilan de la n -i � eme partie :

I P [ U

n

= +1] = p ; I P [ U

n

= � 1] = 1 � p :

On supp ose que les parties son t ind � ep endan tes. Soit X

n

la fortune du joueur �a l'issue

de la n -i � eme partie. On a :

X

n +1

= X

n

+ U

n +1

:

De sorte que la suite ( X

n

) est une c ha ^ �ne de Mark o v. A priori, X

n

prend ses v aleurs

dans l'ensem ble Z Z . Cep endan t des consid � erations � economiques � eviden tes conduisen t �a

limiter l' � etendue des d � eg^ ats. On en visagera plusieurs t yp es de limitations.

Deux b ornes absorb antes : Nous supp oserons que le joueur, partan t d'une fortune ini-

tiale i d � ecide d'arr ^ eter soit s'il est ruin � e ( X

n

= 0), soit s'il a attein t une fortune
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a > i (son adv ersaire est ruin � e ou lui-m ^ eme est dev en u sage). L'ensem ble des � etats est

E = f 0 ; : : : ; a g . En notan t q = 1 � p , la matrice de transition s' � ecrit :

P =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 : : : 0

q 0 p

.

.

.

.

.

.

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0

q 0 p

0 : : : 0 0 1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Les � etats 0 et a son t absorban ts, tous les autres � etats son t transien ts. Nous commen� cons

par calculer la probabilit � e f

i 0

a v ec laquelle le jeu se termine par la ruine du joueur. La

probabilit � e que le jeu se termine par la fortune a est f

ia

= 1 � f

i 0

. On a � evidemmen t

f

00

= 1 et f

a 0

= 0. P our i = 1 ; : : : ; a � 1, les f

i 0

son t solution de l' � equation de r � ecurrence :

f

i 0

= pf

i +1 0

+ (1 � p ) f

i � 1 0

:

On trouv e :

f

i 0

=

�

1 � p

p

�

a

�

�

1 � p

p

�

i

�

1 � p

p

�

a

� 1

;

si p 6= 1 = 2, et f

i 0

= 1 � i=a si p = 1 = 2. Le gain du joueur quand la partie se termine est

une v ariable al � eatoire G qui prend les v aleurs � i et a � i a v ec probabilit � es f

i 0

et 1 � f

i 0

.

L'esp � erance de gain est donc :

I E [ G ] = a (1 � f

i 0

) � i :

Cette esp � erance a le signe de p � 1 = 2. Si p = 1 = 2 (jeu � equitable), elle est n ulle quelle

que soit la fortune initiale. La dur � ee mo y enne de la partie est le temps mo y en d'attein te

des � etats 0 ou a , partan t de i . Notons-la e

i

. Les e

i

son t solution de l' � equation :

e

i

= 1 + pe

i +1

+ (1 � p ) e

i � 1

;

a v ec e

0

= e

a

= 0. On trouv e

e

i

=

i

1 � 2 p

�

a

1 � 2 p

�

1 � p

p

�

i

� 1

�

1 � p

p

�

a

� 1

;

si p 6= 1 = 2 et e

i

= i ( a � i ) si p = 1 = 2. V oici quelques v aleurs n um � eriques, d'ab ord p our
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un jeu � equitable, puis d � efa v orable au joueur.

p i a f

i 0

I E [ G ] e

i

0 : 5 9 10 0 : 1 0 9

0 : 5 90 100 0 : 1 0 900

0 : 5 900 1000 0 : 1 0 90000

0 : 5 950 1000 0 : 05 0 47500

0 : 5 8000 10000 0 : 2 0 1 : 6 10

7

0 : 45 9 10 0 : 210 � 1 : 1 11

0 : 45 90 100 0 : 866 � 76 : 6 765 : 6

0 : 45 99 100 0 : 182 � 17 : 2 171 : 8

0 : 4 90 100 0 : 983 � 88 : 3 441 : 3

0 : 4 99 100 0 : 333 � 32 : 3 161 : 7

Comme on le v oit, il est pr � ef � erable de s'abstenir de jouer si le jeu est d � efa v orable, et ce

m ^ eme si on se �xe un ob jectif raisonnable.

Une b orne absorb ante : Supp osons que l'adv ersaire soit in�nimen t ric he ou le joueur p eu

raisonnable. La c ha ^ �ne de Mark o v est main tenan t d � e�nie sur I N , a v ec un � etat absorban t,

0 et une classe irr � eductible transien te form � ee de tous les autres � etats. On obtien t la

probabilit � e de ruine et la dur � ee mo y enne du jeu en faisan t tendre a v ers l'in�ni dans

les form ules pr � ec � eden tes. La probabilit � e de ruine f

i 0

est :

f

i 0

=

8

<

:

1 si p � 1 = 2 ;

�

1 � p

p

�

i

si p > 1 = 2 :

La dur � ee mo y enne du jeu est :

e

i

=

8

<

:

i

1 � 2 p

si p < 1 = 2 ;

+ 1 si p � 1 = 2 :

Si le jeu est d � efa v orable ou � equitable, le joueur est certain de se ruiner. S'il est stricte-

men t d � efa v orable, cette ruine surviendra au b out d'un temps �ni en mo y enne. S'il est

� equitable, l'esp � erance du temps de ruine est in�nie.

Si le jeu est fa v orable au joueur, il est p ossible qu'il se ruine, mais il y a une

probabilit � e strictemen t p ositiv e qu'il devienne in�nimen t ric he.

Une b orne r � e
 � echissante : Le joueur joue con tre un adv ersaire in�nimen t ric he mais

celui-ci, magnanime, l'autorise �a con tin uer le jeu m ^ eme s'il est ruin � e. En p osan t q =
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1 � p , la matrice de transition devien t :

P =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

q p 0 : : :

q 0 p

.

.

.

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Dans ce cas, tous les � etats de I N comm uniquen t et la c ha ^ �ne est irr � eductible. S'il existe

une mesure stationnaire � , elle v � eri�e : �

0

= q �

0

+ q �

1

, et p our tout i � 1 :

�

i

= p�

i � 1

+ q �

i +1

:

L' � equation caract � eristique asso ci � ee a p our racines 1 et p=q Le fait que � soit une mesure

de probabilit � e imp ose que �

i

soit le terme g � en � eral d'une s � erie con v ergen te. Ce n'est

p ossible que si au moins une des racines de l' � equation caract � eristique est de mo dule

strictemen t inf � erieur �a 1. Ceci ne p eut a v oir lieu que si p < 1 = 2. Si p � 1 = 2, il n'existe

pas de mesure stationnaire. Si p < 1 = 2, notons � = p= (1 � p ) < 1. La mesure stationnaire

unique est :

� = ((1 � � ) �

i

)

i 2 E

:

� Si p < 1 = 2, la probabilit � e d'attein te de 0 est 1 �a partir de n'imp orte quel � etat,

comme nous l'a v ons vu pr � ec � edemmen t. Donc l' � etat 0 est r � ecurren t. De plus le

temps mo y en de retour en 0 est �ni. Donc 0 est r � ecurren t p ositif, et il en est de

m ^ eme de tous les autres � etats. On v � eri�e que quel que soit l' � etat de d � epart, la loi

de X

n

con v erge v ers la mesure stationnaire � quand m tend v ers l'in�ni.

� Si p > 1 = 2, la probabilit � e de retour en 0 est strictemen t inf � erieure �a 1. L' � etat 0

est donc transien t, comme tous les autres � etats.

� Dans le cas p = 1 = 2, la probabilit � e de retour en 0 est 1 mais le temps mo y en de

retour est in�ni : tous les � etats son t r � ecurren ts n uls.

3.2 Le probl � eme de l'extinction du nom

La c ha ^ �ne que nous � etudions ici p orte le nom de \ pr o c essus de Galton-Watson ",

du nom des math � ematiciens qui l'on t in tro duite comme mo d � ele de p erp � etuation des

lign � ees c hez les pairs d'Angleterre �a la �n du XIX � eme si � ecle. Les instan ts successifs son t

in terpr � et � es comme des g � en � erations. Les individus son t des Lords, qui transmetten t leur

titre uniquemen t �a leurs �ls. La v ariable al � eatoire X

n

sera comprise comme le nom bre

d'hommes de la lign � ee �a la n -i � eme g � en � eration. Chaque individu d'une g � en � eration donn � ee

con tribue �a la g � en � eration suiv an te par un nom bre al � eatoire d'individus, sa descendance.

T outes les descendances son t supp os � ees ind � ep endan tes et de m ^ eme loi.
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